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Since the notion of statistical convergence was introduced by Fast in 1951, it has
been investigated and developed by many mathematicians. After the development
over past half a century, dozens of statistical convergence have covered an extensive
theoretical system. From 2008 to 2011, L.X. Cheng etc [1, 2, 3] established measure
theory of statistical convergence, so that every kind of statistical convergence had been
unified in the sense of statistical measure.
This paper, based on the measure theory of statistical convergence, further
studies two notions, filter convergence and ideal convergence. Firstly we prove that
the four kinds of statistical convergence: the statistical measure convergence, the
ideal convergence, the filter convergence, and the seminorm kernel convergence are
eventually equivalent. We also use statistical measure theory to describe and analyze
the notions of statistical cluster points, statistical limit points, statistical limit superior
and statistical limit inferior, respectively.
Key words: statistical measures; statistical convergence; subdifferential; ideal con-


















统计收敛概念是由 Fast [15] 和 Steinhaus [16] 提出的，它是通常收敛概念的推
广。对自然数集 N 的任意子集 𝐴，用 𝐴♯ 表示 𝐴 的基数，称实值序列 (𝑥𝑛) 统计收敛












1988年，Maddox [42] 将统计收敛推广到局部凸空间中。设 𝑋 是局部凸的 𝑇2 空
间，并设其拓扑是由 𝑋 上连续半范数族 𝑄 所生成，称 𝑋 中序列 (𝑥𝑛) 统计收敛到
𝑥 ∈ 𝑋，如果对任意的 𝜀 > 0，任意的 𝑞 ∈ 𝑄，都有
1
𝑛
{𝑘 ≤ 𝑛 : 𝑞(𝑥𝑘 − 𝑥) ≥ 𝜀}♯ → 0 (𝑛 → ∞).
2000年，Connor, Ganichev 和 Kadets 在 [10] 给出 Banach 空间中弱统计收敛
概念。设 𝑋 是 Banach空间，𝑋* 为它的对偶空间，称 𝑋 中序列 (𝑥𝑛) 统计收敛到







其中 𝐴𝑛(𝜀) = {𝑘 ≤ 𝑛 : ‖𝑥𝑘 − 𝑥‖ ≥ 𝜀}。称 𝑋 中序列 (𝑥𝑛) 弱统计收敛到 𝑥 ∈ 𝑋，如果















2008年，Maio 和 Kocinac 在 [37] 研究了拓扑空间中的统计收敛。设 𝑋 是拓扑





{𝑘 ≤ 𝑛 : 𝑥𝑘 ̸∈ 𝑈}♯ = 0.
二是通过定义多种极限过程来考虑统计收敛更一般的概念，如 𝐴-统计收敛 [9]，
缺项统计收敛 [22]，𝜆-统计收敛 [45]，以及理想收敛、滤子收敛 [32, 34]。
1989年，Connor 在 [9] 中提出了 𝐴-统计收敛，假设 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)N×N 是一个正则可
和矩阵，且对任意的 𝑖 ∈ N，有 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0，
∞∑︁
𝑗=1
𝑎𝑖𝑗 = 1，称 Banach空间 𝑋 中的序列






其中 𝐴(𝜀) = {𝑛 ∈ N : ‖𝑥𝑘 − 𝑥‖ ≥ 𝜀}。
1993年，Fridy和 Orhan在 [22]中介绍了缺项（Lacunary）统计收敛，称Banach





{𝑗 ∈ (𝑛𝑘−1, 𝑛𝑘] : ‖𝑥𝑗 − 𝑥‖ ≥ 𝜀}♯ = 0.
后来，Mursaleen 在 [45] 中引入了 𝜆-统计收敛，假设 {𝜆𝑛} 为单调不减的正数序
列，记 𝜆 = {𝜆𝑛}，其中 𝜆1 = 1，且对任意的 𝑛 ∈ N 都有 𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1。称 Banach





{𝑘 ∈ (𝑛− 𝜆𝑛, 𝑛] : ‖𝑥𝑘 − 𝑥‖ ≥ 𝜀}♯ = 0.
毫无疑问，统计收敛已经在许多领域内得到运用，包括测度理论 [1, 2]，Banach
空间理论 [10, 32, 50]，局部凸空间 [30, 42, 51, 52, 53]，矩阵求和、级数、积分 [6, 8,
9, 19, 43, 63]，傅里叶分析 [54, 55]，正算子的逼近 [58, 59, 60, 61, 62]，数论 [13]，模

















1985年，Fridy 在 [17] 首次给出实值序列 (𝑥𝑛) 统计收敛到 𝑥 ∈ R，当且仅当存在
一自然密度为零的 𝐺 ⊂ N，使得 (𝑥𝑛)𝑛∈N∖𝐺 在通常意义下收敛到 𝑥。
紧接着，2008年，Maio 和 Kocinac 在 [37] 证明若 𝑋为第一可数拓扑空间，则
(𝑥𝑛) 统计收敛到 𝑥 ∈ 𝑋，当且仅当存在一自然密度为零的 𝐺 ⊂ N，使得 (𝑥𝑛)𝑛∈N∖𝐺 在
通常意义下收敛到 𝑥。
2008年，程立新等在 [1, 2, 3, 4] 从有限可加测度族的观点出发，建立了统计收敛
的测度理论，使得上述各种统计收敛在其定义的统计测度意义下得到统一。他们创
造性地证明了所有 𝒜 上的有限可加概率测度都可以唯一分解成一个可数可加概率测
度和一个统计测度的凸组合。在 [1, 2] 中他们还研究了统计测度与经典统计测度的诸
多性质，并证明了每一类统计收敛都可以在统计测度的意义下得到统一。正如他们




2011年，程立新等在 [3, 4] 进一步利用他们的统计测度理论指出 Banach 空间 𝑋
中的序列 (𝑥𝑛) 𝐴-统计收敛到 𝑥 ∈ 𝑋，当且仅当 (𝑥𝑛) ℳ𝐴 几乎收敛到 𝑥。（即存在一
统计测度族ℳ𝐴 的零测集 𝐺 ⊂ N，使得 (𝑥𝑛)𝑛∈N∖𝐺 在通常意义下收敛到 𝑥。）
1.2 本文的主要内容
















































我们用 N、R 表示自然数集、实数集。𝒜 是 N 的所有子集生成的𝜎-代数。对于
集合 𝐴，𝜒𝐴 表示 𝐴 的特征函数，即若 𝑥 ∈ 𝐴，𝜒𝐴(𝑥) = 1；若 𝑥 ∈ N∖𝐴，𝜒𝐴(𝑥) = 0。
记 𝑒 = 𝜒N，𝐴
♯ 表示集合 𝐴 的基数。𝑋 代表实 Banach空间，用 𝑋* 表示它的对偶空
间。令 𝑞 是 𝑙∞/𝑐0 的商范数，即 𝑞(𝑥) = lim sup
𝑛
|𝑥(𝑛)|, 𝑥 ∈ 𝑙∞。记 ℘ = {𝑝是定义在
𝑙∞ 上的半范: 𝑝 ≤ 𝑞 且 𝑝(𝑒) = 1}。
对于 𝐴 ∈ 𝒜，令 𝐴𝑛 = {𝑘 ≤ 𝑛 : 𝑘 ∈ 𝐴}。定义 𝐴 的上渐近密度为：








。特别地，若 𝛿(𝐴) = 𝛿(𝐴)，











= 0，其中 𝐴𝑛(𝜀) = {𝑘 ≤ 𝑛 : ‖𝑥𝑘 − 𝑥‖ ≥ 𝜀}。









𝑎𝑖𝑗 = 0，其中 𝐴(𝜀) = {𝑛 ∈ N : ‖𝑥𝑘 − 𝑥‖ ≥ 𝜀}。
















(1) 𝜇(∅) = 0, 𝜇(N) = 1；
(2) 𝜇(𝐴 ∪𝐵) = 𝜇(𝐴) + 𝜇(𝐵), 对任意的 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒜 且 𝐴 ∩𝐵 = ∅。
N 上的所有有限可加概率测度全体我们记为 𝒫。
定义 2.1.4. [1, 2] N 上的有限可加测度 𝜇 称为统计测度，若对 N 中任意单点集
{𝑘}, 有 𝜇({𝑘}) = 0。N 上的所有统计测度全体我们记为 𝜙。
定义 2.1.5. [1, 2] 假设 𝜇 为 N上的统计测度，称 𝜇 为经典统计测度，若满足：









N 上所有的经典统计测度全体我们记为 𝒦，此外，记 𝒦0 = {𝐴 ∈ 𝒜 : 𝜇(𝐴) =
0,∀ 𝜇 ∈ 𝒦}。
定义 2.1.6. [39] 假设 𝑓 是定义在 Banach 空间 𝑋 上的连续凸函数，则 𝑓 在
𝑥 ∈ 𝑋 的次微分映射 𝜕𝑓 定义为：
𝜕𝑓(𝑥) = {𝑥* ∈ 𝑋* : 𝑓(𝑥+ 𝑦)− 𝑓(𝑥) ≥ < 𝑥*, 𝑦 >, ∀𝑦 ∈ 𝑋}.
定义 2.1.7. [38] 设 X, Y是 Hausdorff拓扑线性空间， 𝑇 : 𝑋 → 2𝑌 是从 X到 Y
的子集的集值映射。对于 𝐴 ⊂ 𝑋，记 𝑇 (𝐴) = ∪{𝑇 (𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐴}。称 T在 𝑥 ∈ 𝑋 是上
半连续的，如果对任意的包含 𝑇 (𝑥)的开集 𝑉 ⊂ 𝑌，存在开集 𝑥 ∈ 𝑈使得 𝑇 (𝑈) ⊂ 𝑉。
性质 2.1.8. [38] 假设 𝑓 是定义在 Banach空间 𝑋 上的连续凸函数，则 𝑓 的次微
分映射 𝜕𝑓 是非空 𝑤*-紧凸集，且在 𝑋 中每点处是范- 𝑤* 上半连续的。
性质 2.1.9. [38] 假设 𝑝 是定义在 Banach 空间 𝑋 上的连续半范， 𝑥 ∈ 𝑋，则
𝑥 ∈ 𝜕𝑝(𝑥) 当且仅当 < 𝑥*, 𝑦 > ≤ 𝑝(𝑦),∀ 𝑦 ∈ 𝑋 且 < 𝑥*, 𝑥 > = 𝑝(𝑥)。















∀ 𝑡 ∈ (0, 1)及 𝑦, 𝑥 ∈ 𝐴使得 𝑥0 = 𝑡𝑦+ (1− 𝑡)𝑧时，必有 𝑦 = 𝑧(= 𝑥0)，则称 𝑥0为 𝐴的
端点，记为 𝑥0 ∈ 𝑒𝑥𝑡(𝐴)。
定理 2.1.11.[𝐾𝑟𝑒𝑖𝑛−𝑀𝑖𝑙𝑚𝑎𝑛定理] [39] 𝑋 是Banach空间, 𝐵 是紧凸集 𝐴 ⊂ 𝑋
的子集, 则下列等价:
（1） 𝑐𝑜(𝐵) = 𝐴；
（2） inf{𝜑(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐵} = 𝑚𝑖𝑛{𝜑(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐴}, ∀𝜑 ∈ 𝑋*；
（3） ext(A)⊂ 𝐵。
定理 2.1.12.[ 𝐻𝑎ℎ𝑛− 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ定理] [39] 设 𝐸 是 Banach空间 𝑋 的线性子空间，
𝑓 是定义在 𝐸 上的有界线性泛函，则在 𝑋 上存在有界线性泛函 ̃︀𝑓 满足:
（1） ̃︀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥),对任意的 𝑥 ∈ 𝐸；
（2） ‖ ̃︀𝑓‖ = ‖𝑓‖。
定理 2.1.13. [1, 2] 𝒫 = {𝑥* ∘ 𝜒(·) : 𝑥* ∈ 𝜕‖𝑒‖}，其中 ‖ · ‖ 为 𝑙∞ 上的自然范数。
定理 2.1.14. [1, 2] 令 𝑞: 𝑙∞ → R+ 定义为 𝑞(𝑥) = lim sup
𝑛
|𝑥(𝑛)|, 𝑥 ∈ 𝑙∞。则
𝜙 = {𝑥* ∘ 𝜒(·) : 𝑥* ∈ 𝜕𝑞(𝑒)}.
定理 2.1.15. [1, 2] 令 𝑝𝑘: 𝑙






|𝑥(𝑖)|, 𝑥 ∈ 𝑙∞。
则
𝒦 = {𝑥* ∘ 𝜒(·) : 𝑥* ∈ 𝜕𝑝𝑘(𝑒)}.
2.2 滤子收敛，理想收敛，半范kernel收敛及统计测度收敛的等价性
















（1）对任意的 𝐴, 𝐵 ∈ ℐ, 有 𝐴 ∪𝐵 ∈ ℐ；
（2）对任意的 𝐴 ∈ ℐ，若 𝐵 ⊂ 𝐴，则 𝐵 ∈ ℐ。
此外我们称 N 上的理想 ℐ 是个真理想，如果 N ̸∈ ℐ。
定义 2.2.2. [32] 𝒜 是 N 所有子集构成的 𝜎-代数，称 ℱ ⊂ 𝒜 是 N 上的滤子，若
满足条件：
（1）∅ ̸∈ ℱ；
（2）对任意的 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ , 有 𝐴 ∩𝐵 ∈ ℱ；
（3）对任意的 𝐴 ∈ ℱ，若 𝐵 ⊃ 𝐴，则 𝐵 ∈ ℱ。
对于每个真理想 ℐ，如此定义的 ℱℐ ≡ {𝐴 ∈ 𝒜 : N∖𝐴 ∈ ℐ} 则是个滤子。
定义 2.2.3. [34] 假设 ℐ ⊂ 𝒜是个真理想，称Banach空间中𝑋 的序列 (𝑥𝑛) ℐ-理想
收敛到 𝑥 ∈ 𝑋 ，如果对任意的 𝜀 > 0, 𝐴(𝜀) ∈ ℐ，其中 𝐴(𝜀) = {𝑛 ∈ N : ‖𝑥𝑛−𝑥‖ > 𝜀}。
（1）设 ℐ 是 N 上所有有限子集构成的集族，易验证 ℐ 是个真理想，且 ℐ-理想
收敛就是通常意义下的收敛。
（2）设 ℐ = {𝐴 ∈ 𝒜 : 𝛿(𝐴) = 0}，同样可验证这样定义的 ℐ 也是个真理想，且
ℐ-理想收敛就是经典的统计收敛。
（3）设 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)N×N 是一个正则可和矩阵，且对任意的 𝑖 ∈ N，有 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0，
∞∑︁
𝑗=1




𝑎𝑖𝑗𝜒𝐵(𝑗) = 0}。则这时 ℐ-理想收敛就是 𝐴-统计
收敛。
定义 2.2.4. [32] 称 Banach空间中 𝑋 的序列 (𝑥𝑛) ℱ -滤子收敛到 𝑥 ∈ 𝑋 ，如果
对任意的 𝜀 > 0, {𝑛 ∈ N : ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝜀} ∈ ℱ。
(1) 设 ℱ 是 N 上所有有限补子集构成的集族，易验证 ℱ 是个滤子，且 ℱ -滤子
收敛就是通常意义下的收敛。
















定义 2.2.5. [49] 称 𝐴 ∈ 𝒜是滤子 ℱ 的驻点，如果对任意的 𝐹 ∈ ℱ，𝐴∩𝐹 ̸= ∅。
滤子 ℱ 所有驻点的集合我们记为 ℱ*。
回顾上个例子，设 ℱ 是 N 上所有有限补子集构成的集族，则不难发现 ℱ 的驻
点就是 N 上的无穷子集。
设 ℱ = {𝐴 ∈ 𝒜 : 𝛿(𝐴) = 1}，则 ℱ 的驻点就是 N 的自然密度不为零的子集。
定义 2.2.6. [4] 假设 𝒮 是一族 (N,𝒜) 上的统计测度，𝑥 ∈ 𝑋，𝐴 ∈ 𝒜，(𝑥𝑛)
是Banach空间 𝑋 中的序列。
（1）称 𝐴 是 𝒮-null集，如果对任意的 𝜇 ∈ 𝒮，都有 𝜇(𝐴) = 0。
（2）称 (𝑥𝑛) 测度 𝒮-收敛到𝑥，如果对任意的 𝜀 > 0，𝐴(𝜀) 都是 𝒮-null集，其中
𝐴(𝜀) = {𝑛 ∈ N : ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ ≥ 𝜀}。
例如： [1, 2]中我们已经知道 (𝑥𝑛) 统计收敛到 𝑥，当且仅当 (𝑥𝑛) 测度 𝒦-收敛到
𝑥。
定义 2.2.7. [4] 假设 𝑝 ∈ ℘，℘ = {𝑝是定义在 𝑙∞ 上的半范: 𝑝 ≤ 𝑞 且 𝑝(𝑒) = 1}。
(𝑥𝑛) 是 Banach空间 𝑋 中的序列，𝑥 ∈ 𝑋，称 (𝑥𝑛) 𝑝-kernel收敛到 𝑥，如果对于任意
的 𝜀 > 0，有 𝜒𝐴(𝜀) ∈ 𝑘𝑒𝑟 𝑝，其中 𝐴(𝜀) = {𝑛 ∈ N : ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ ≥ 𝜀}。
例如：令 𝑝𝑘: 𝑙
∞ → R+ 定义为






|𝑥(𝑖)|, 𝑥 ∈ 𝑙∞
例如：设 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)N×N 是一个正则可和矩阵，且对任意的 𝑖 ∈ N，有 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0，
∞∑︁
𝑗=1
𝑎𝑖𝑗 = 1，令 𝑝𝐴: 𝑙
∞ → R+ 定义为




𝑎𝑖𝑗 |𝑥(𝑗)|, 𝑥 ∈ 𝑙∞
[1, 2] 中我们已经知道这样的事实，(𝑥𝑛) 统计收敛到 𝑥，当且仅当 (𝑥𝑛)
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